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Geometria I. Examen XIII

Ejercicio 1 (3 puntos). Sea f : V' — V’ una aplicacién lineal entre espacios vectoria-
les de dimensién finita. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. f es un monomorfismo.

b. Para todo conjunto linealmente independiente S C V, se tiene que f(S) C V'
es linealmente independiente

c. Existe una base B de V' tal que f(B) es un conjunto linealmente independiente
en V'

Ejercicio 2 (3 puntos). Sea V un espacio vectorial de dimensién finita. Demostrar
que toda base de V' tiene una tnica base dual en V*

Ejercicio 3 (4 puntos). Sea f : R* — R? un endomorfismo de R? del que se sabe
que:

f(17072) = (_27 17 1)af(07 170) = (_17 1?O)a y f(OaOa 1) = (_1a07 1)
Se pide:

a. Obtener bases del nicleo y la imagen de f. Calcular la matriz asociada a f

respecto de la base usual de R3, A = M(f,B,).

b. Obtener, si es posible, bases By B’ de R? tales que

1
M(f,B =B)=C= |0
0

o = O
o O O

Encontrar las matrices regulares, P,Q € GI(3,R) tales que C = Q™' A- P.

c. Calcular la base dual B* de la base B de R? obtenida en el apartado anterior.
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Ejercicio 1 (3 puntos). Sea f : V' — V’ una aplicacién lineal entre espacios vectoria-
les de dimensién finita. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. f es un monomorfismo.

b. Para todo conjunto linealmente independiente S C V, se tiene que f(S) C V'
es linealmente independiente

c. Existe una base B de V tal que f(B) es un conjunto linealmente independiente
en V'

Sean V' y V' espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K:

a) =b)
Sea f un monomorfismo. Sea S = {vy,...,v,} li C V = av; + ... +
vy, = 0 = a = ... = a,. = 0, Sea ahora f(S5) = {f(v1),...,f(vn)} ¥

bi,...,b,, conb;, e KVi=1,...,n tal que

blf(Ul) + ...+ bnf(vn) =0= f(b1v1 + ...+ bnvn) =0

Por ser inyectiva, byvy + ... + byv, = 0. Como {vy,...,v,} Li= b = ...
b, =0= f(95) Li.

b) = ¢)

Como la dimensién de V' es finita, 3B base de V. Por definicion, B es Li
= f(B) es l.i.

c) = a)

Sea B = {vy,...,u,} y o € Ker(f) | x = ajv1 + ... + ayvp, cona; € K
Vi =0,...,n. Entonces:

O:f(x):alf(vl)—l—...—i—anf(vn)zoé(gal:a2:...:an:O:>x:0

Por tanto, Ker(f) = {0} = f monomorfismo

Ejercicio 2 (3 puntos). Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita. Demostrar
que toda base de V' tiene una tnica base dual en V*

Sea V esp. vect. con dimg(V) = n € N. Queremos probar que VB = {vy,...,v,}
base de V, 3! B* base de V*.

Como Yy € V*, ¢ viene determinada por M (g, {1} < B) y esta por las imdgenes de
cada vector de B, entonces cada ¢ € V* viene determinada por ¢(v;) Vi =1,...,n.
Como ¢;(v;) = 0;;,Vi,j = 1,...,n, se tienen determinadas ¢, ..., ¢, de forma tni-
ca= 3! B*CV*

Veamos que efectivamente B* forma base, demostrando para ello que B* es l.i. Sean
a1+ .o+ =0o=0Vvi=1,...,n

wo(vi) =0 =a;pi(v;) =a; =0= B*Li = B* es base
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Ejercicio 3 (4 puntos). Sea f : R® — R? un endomorfismo de R? del que se sabe
que:

f(1,0,2) = (=2,1,1), f(0,1,0) = (=1,1,0), ¥y f(0,0,1) = (—1,0,1)
Se pide:

a. Obtener bases del nucleo y la imagen de f. Calcular la matriz asociada a f
respecto de la base usual de R3, A = M(f,B,).

Primero calcular la matriz A. Sea B, = {e1, €2, e3}:

f(07 1?0) = f(€2) = (_17 170)
f(0,0, 1) = f(63) = (_1707 1)
f(la()??) = f(el) + 2f(63) = f(el) = (_27 17 1) - 2(_1707 1) = (07 1’ _1)

Por tanto:

Calcular base de Ker(f).

0 -1 -1 T 0
Ker(f)=<{ (z,y,2) eR*|[ 1 1 0 yl =10
-1 0 1 z 0
—y—2=0 y=—z
=< (z,9,2) €ER®*| a24+y=0 =< (z,9,2) €ER®| 1=—y
—r4+2=0 r=2z

= {(x,y,z) e R3

= B={(1,-1,1)} base de Ker(f)

Obtener base de Im(f).
0 -1

1

1
1 O:—1+1:O:>rg(A)7é3,'(1) _11‘7&0:>7"g(A):2
-1 0 1

Por lo que B ={(0,—1,1),(—1,1,0)} Li y base de Im(f)

b. Obtener, si es posible, bases By B de R? tales que

o = O
o O O

1
M(fB 5B =C=|0
0
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Encontrar las matrices regulares, P,Q € GI(3,R) tales que C = Q7'+ A- P.
Sean B = {(0,0,1),(0,1,0),(1,-1,1)} y B' = {(—=1,0,1), (—1,1,0), (0,0, 1)}:

f(0,0,1) = (-1,0,1) 100
£(0,0,1) = (-1,1,0) = M(f,B+B)=(0 1 0| =C
£(1,-1,1) = (0,0,0) 000
Encontrar P,Q € GI(3,R) |C=Q ' - A-P
Sabemos que M( f, B’%B): Igs, B' < By)- M(f,B,)- M(Igs, B, + B) =

M(

R
C = M(Igs, B, < B') - A- M(Igs, B, < B). Por lo que:

110 00 1
Q=MIgs,B, < B)=[0 1 0|,P=M(Ip,B,+B) =01 —1
1 01 10

c. Calcular la base dual B* de la base B de R3 obtenida en el apartado anterior.

Sea BZ = {901,(,02,903},@1'(@1,(12,&3) = (li,\V/i = 172a3 Yy B/ = {¢17w27¢3}7¢i =

(ai, bi, Ci)B;;:
ay b1 C1 0 0 1 ay bl C1
as by ca 01 —-1)=13=1ay by co| =
az by c3 1 0 1 as bs c3

= ¢1 = (_1707 1)B§7¢2 = (17 1a0>32w3 = (L 070)32 = B" = {_901 + ¥3,01 + 9027(101}



