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Geometŕıa I. Examen XIII

Ejercicio 1 (3 puntos). Sea f : V → V ′ una aplicación lineal entre espacios vectoria-
les de dimensión finita. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. f es un monomorfismo.

b. Para todo conjunto linealmente independiente S ⊂ V , se tiene que f(S) ⊂ V ′

es linealmente independiente

c. Existe una base B de V tal que f(B) es un conjunto linealmente independiente
en V ′

Ejercicio 2 (3 puntos). Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Demostrar
que toda base de V tiene una única base dual en V ∗

Ejercicio 3 (4 puntos). Sea f : R3 → R3 un endomorfismo de R3 del que se sabe
que:

f(1, 0, 2) = (−2, 1, 1), f(0, 1, 0) = (−1, 1, 0), y f(0, 0, 1) = (−1, 0, 1)

Se pide:

a. Obtener bases del núcleo y la imagen de f . Calcular la matriz asociada a f
respecto de la base usual de R3, A =M(f,Bu).

b. Obtener, si es posible, bases B y B′ de R3 tales que

M(f,B′ → B) = C =

1 0 0
0 1 0
0 0 0


Encontrar las matrices regulares, P,Q ∈ Gl(3,R) tales que C = Q−1 · A · P .

c. Calcular la base dual B∗ de la base B de R3 obtenida en el apartado anterior.
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Ejercicio 1 (3 puntos). Sea f : V → V ′ una aplicación lineal entre espacios vectoria-
les de dimensión finita. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a. f es un monomorfismo.

b. Para todo conjunto linealmente independiente S ⊂ V , se tiene que f(S) ⊂ V ′

es linealmente independiente

c. Existe una base B de V tal que f(B) es un conjunto linealmente independiente
en V ′

Sean V y V ′ espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K:

a)⇒ b)

Sea f un monomorfismo. Sea S = {v1, . . . , vn} l.i ⊆ V ⇒ a1v1 + . . . +
anvn = 0 ⇒ a1 = . . . = an. = 0, Sea ahora f(S) = {f(v1), . . . , f(vn)} y
b1, . . . , bn, con bi ∈ K ∀i = 1, . . . , n tal que

b1f(v1) + . . .+ bnf(vn) = 0⇒ f(b1v1 + . . .+ bnvn) = 0

Por ser inyectiva, b1v1 + . . . + bnvn = 0. Como {v1, . . . , vn} l.i ⇒ b1 = . . . =
bn = 0⇒ f(S) l.i.

b)⇒ c)

Como la dimensión de V es finita, ∃B base de V . Por definición, B es l.i
⇒ f(B) es l.i.

c)⇒ a)

Sea B = {v1, . . . , vn} y x ∈ Ker(f) | x = a1v1 + . . . + anvn, con ai ∈ K
∀i = 0, . . . , n. Entonces:

0 = f(x) = a1f(v1)+. . .+anf(vn) = 0
f(B) l.i
=====⇒ a1 = a2 = . . . = an = 0⇒ x = 0

Por tanto, Ker(f) = {0} ⇒ f monomorfismo

Ejercicio 2 (3 puntos). Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Demostrar
que toda base de V tiene una única base dual en V ∗

Sea V esp. vect. con dimK(V ) = n ∈ N. Queremos probar que ∀B = {v1, . . . , vn}
base de V, ∃! B∗ base de V ∗.
Como ∀φ ∈ V ∗, φ viene determinada porM(φ, {1} ← B) y esta por las imágenes de
cada vector de B, entonces cada φ ∈ V ∗ viene determinada por φ(vi) ∀i = 1, . . . , n.
Como φi(vj) = δij, ∀i, j = 1, . . . , n, se tienen determinadas φ1, . . . , φn de forma úni-
ca ⇒ ∃! B∗ ⊆ V ∗.

Veamos que efectivamente B∗ forma base, demostrando para ello que B∗ es l.i. Sean
a1φ1 + . . .+ anφn = φ0 = 0 ∀i = 1, . . . , n

φ0(vi) = 0 = aiφi(vi) = ai = 0⇒ B∗ l.i ⇒ B∗ es base
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Ejercicio 3 (4 puntos). Sea f : R3 → R3 un endomorfismo de R3 del que se sabe
que:

f(1, 0, 2) = (−2, 1, 1), f(0, 1, 0) = (−1, 1, 0), y f(0, 0, 1) = (−1, 0, 1)

Se pide:

a. Obtener bases del núcleo y la imagen de f . Calcular la matriz asociada a f
respecto de la base usual de R3, A =M(f,Bu).

Primero calcular la matriz A. Sea Bu = {e1, e2, e3}:
f(0, 1, 0) = f(e2) = (−1, 1, 0)
f(0, 0, 1) = f(e3) = (−1, 0, 1)
f(1, 0, 2) = f(e1) + 2f(e3)⇒ f(e1) = (−2, 1, 1)− 2(−1, 0, 1) = (0, 1,−1)

Por tanto:

M(f,Bu) =

 0 −1 −1
1 1 0
−1 0 1


Calcular base de Ker(f).

Ker(f) =

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
 0 −1 −1

1 1 0
−1 0 1

xy
z

 =

0
0
0



=

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
−y − z = 0
x+ y = 0
−x+ z = 0

 =

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
y = −z
x = −y
x = z


=

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣ y = −z
x = z

}
= L({(1,−1, 1})

⇒ B = {(1,−1, 1)} base de Ker(f)

Obtener base de Im(f).∣∣∣∣∣∣
0 −1 1
1 1 0
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −1 + 1 = 0⇒ rg(A) ̸= 3,

∣∣∣∣0 −11 1

∣∣∣∣ ̸= 0⇒ rg(A) = 2

Por lo que B = {(0,−1, 1), (−1, 1, 0)} l.i y base de Im(f)

b. Obtener, si es posible, bases B y B′ de R3 tales que

M(f,B′ → B) = C =

1 0 0
0 1 0
0 0 0
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Encontrar las matrices regulares, P,Q ∈ Gl(3,R) tales que C = Q−1 · A · P .
Sean B = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (1,−1, 1)} y B′ = {(−1, 0, 1), (−1, 1, 0), (0, 0, 1)}:

f(0, 0, 1) = (−1, 0, 1)
f(0, 0, 1) = (−1, 1, 0)
f(1,−1, 1) = (0, 0, 0)

⇒M(f,B′ ← B) =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 = C

Encontrar P,Q ∈ Gl(3,R) | C = Q−1 · A · P
Sabemos queM(f,B′ ← B) =M(IR3 ,B′ ← Bu)·M(f,Bu)·M(IR3 ,Bu ← B)⇒
C =M(IR3 ,Bu ← B′) · A · M(IR3 ,Bu ← B). Por lo que:

Q =M(IR3 ,Bu ← B) =

−1 1 0
0 1 0
1 0 1

 , P =M(IR3 ,Bu ← B) =

0 0 1
0 1 −1
1 0 1


c. Calcular la base dual B∗ de la base B de R3 obtenida en el apartado anterior.

Sea B∗
u = {φ1, φ2, φ3}, φi(a1, a2, a3) = ai, ∀i = 1, 2, 3 y B′ = {ψ1, ψ2, ψ3}, ψi ≡

(ai, bi, ci)B∗
u
:a1 b1 c1

a2 b2 c2
a3 b3 c3

0 0 1
0 1 −1
1 0 1

 = I3 ⇒

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 =

0 0 1
0 1 −1
1 0 1

−1

=

−1 0 1
1 1 0
1 0 0


⇒ ψ1 = (−1, 0, 1)B∗

u
, ψ2 = (1, 1, 0)B∗

u
ψ3 = (1, 0, 0)B∗

u
⇒ B∗ = {−φ1 + φ3, φ1 + φ2, φ1}
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